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Jedno proste zadanie... 

Ewa Swoboda 

Akademia Pa stwowa Wy sza Szko a Techniczno-Ekonomiczna 
w Jaros awiu 

 

1. Wst p 

Wspó czesne koncepcje nauczania matematyki podkre laj , e 
nauczyciel nie mo e by  „przeka nikiem wiedzy”, a ju  tym bardziej 
– instruktorem, dostarczaj cym szczegó owych wskazówek 
post powania, na przyk ad przy rozwi zywaniu zada  (Hejný  
& Zemanová 2013, Novotna & Sarazzy 2005, Tichá & Hošpesová 
2013, Ro ek 2016). Nauczanie matematyki ma przebiega  w taki 
sposób, aby ucze  móg  my le  samodzielnie, aby dobiera  sam 
sobie strategie postepowania, zgodnie z jego aktualn  wiedz  
i do wiadczeniem. Takie post powanie powoduje, e ucze  podczas 
pracy nie jest blokowany przez narzucane mu odgórnie schematy, 
których cz sto nie rozumie (Ro ek, 2016). Pracuj c samodzielnie 
sam dobiera sposób kodowania informacji, sam analizuje zwi zki 
w zadaniu i wybiera te, które s  dla niego najbardziej czytelne. Ca a 
jego aktywno  jest ukierunkowana na znalezienie rozwi zania, nie 
martwi si , czy obrana przez niego metoda b dzie zaakceptowana 
przez nauczyciela. Samodzielno  w rozwi zywaniu zada  (równie  
w klasie) wspiera budowanie schematów – wykorzystanie 
wcze niejszej wiedzy w nowej sytuacji powoduje wzmocnienie 
istniej cej sieci kognitywnej, za  dyskutowanie ró nych rozwi za  
pochodz cych od innych uczniów powoduje, e aktualna wiedza 
ka dego uczestnika lekcji pog bia si , wzbogaca o nowe 
powi zania. 

 W tym opracowaniu poka , jak wiele niespodziewanie 
ró nych podej  zaprezentowali uczniowie, samodzielnie 
rozwi zuj c jedno proste zadanie. 
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2. Organizacja pracy nad zadaniem  

Uczniowie rozwi zywali zadanie o tre ci: W ka dym rz dzie suma 
liczb na klockach wynosi 20. Uzupe nij liczbami pola na ka dym 
poziomie.  

 

 

Rysunek 1 Zadanie rozwi zywane przez uczniów  

 Matematyczny sens tego zadania jest oczywisty; polega na 
rozk adzie liczby 20 na sk adniki – na dwa, trzy, cztery, pi  sze . 
Zadanie mie ci o si  w kompetencjach dzieci ucz szczaj cych do 
klasy I, a ju  z pewno ci  do klasy II. Mo na je by o potraktowa  
jako proste zadanie rachunkowe. 

 Zadania posiada wiele rozwi za , jako e liczb  20 mo na 
roz o y  na sk adniki naturalne na wiele ró nych sposobów. By o 
ono rozwi zywane w styczniu 2018 roku, w grupie 59 dzieci, 
uczniów dwóch ró nych klas. Uczniowie pracowali podczas 
dodatkowych zaj . Nauczyciel zaprezentowa  zadanie i omówi  
jego tre , aby si  upewni , e wszyscy j  zrozumieli. Potem zadanie 
by o rozwi zywane indywidualnie przez uczniów. 

 Podczas prezentowania rozwi za  okaza o si , e uczniowie 
spontanicznie zastosowali niespodziewanie du o strategii.  

 

3. Strategie stosowane przez uczniów 

Najbardziej prosty podzia  sposobów rozwi zywania zadania 
prowadzi do wyró nienia dwóch strategie: 

- traktowanie ka dego poziomu oddzielnie; 
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- traktowanie poziomu wy szego jako punktu wyj cia do badania 
poziomu ni szego (rozk ad kaskadowy). 

Strategia: ka dy poziom oddzielnie  

Ta strategia pojawia a si  do  sporadycznie. Uczniowie wiedzieli, 
e suma sk adników na ka dym poziomie powinna wynosi  20. 

W ich pracy nie mo na by o jednak zauwa y  zwi zków mi dzy 
wcze niejszymi rozwi zaniami (na wy szym poziomie). Bywa o tak, 
e metod  prób i b dów starali si  dopasowa  wpisywane warto ci, 

by w sumie osi gn  warto  dwadzie cia. Pokazuj  to rozwi zania 
na rysunkach 2,3,4. 

W pierwszej pracy (rys. 2) uczennica najpierw wstawia a dwie liczby 
 jednocyfrowe, a potem mozolnie dodawa a kolejne 
sk adniki, zapisuj c obok wyniki cz stkowe. Ale byli i tacy, którzy 
oparli swoj  prac  na wiadomo ci, e dwadzie cia stanowi sum  
dwóch dziesi tek. W zale no ci wi c od ilo ci sk adników, 
grupowali liczby tak, aby kolejne 2-3 okienka dawa y 10, Mog o to 
by  5 + 5, albo 6 + 4. Tyle, e proponowany rozk ad 10 na ka dym 
poziomie by  robiony niezale nie. W prezentowanym przyk adzie 
(rys.3) mamy: 6 + 4, 5 + 5, 2+7+1, 9 + 1, 2+2+2+3. Inn  ciekaw  
strategi  w tej grupie by o operowanie jedynie 10-tkami i pi tkami. 
W takiej sytuacji ucze  nie wychodzi  poza trzy sk adniki: 10, 5, 0 
(rys.4). Tam, gdzie nie wystarcza o rozbicie warto ci na pi tki, 
ucze  w okienka wpisywa  0. 
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Rysunek 2  Rysunek 3  Rysunek 4 

 

 Jednak w wi kszo ci uczniowie starali si  podchodzi  do 
zadania tak, aby w jakim  stopniu wykorzysta  to, co uda o im si  
przeliczy  na poziomie wcze niejszym. Te „stopnie” wykorzystania 
wyników z poziomu wcze niejszego by y bardzo ró ne. Omawiam t  
sytuacj  oddzielnie. 

Rozk ad Kaskadowy 

Tak nazywam strategi , gdzie ucze  w wiadomy sposób 
nawi zywa  do wyniku osi gni tego wcze niej. Tutaj da o si  
zauwa y  ca y szereg interesuj cych pomys ów. 

A.Wydzielenie sta ej, powtarzaj cej si  warto ci. Na przyk ad na 
pierwszym poziomie ucze  rozbi  20 na dwie dziesi tki. Na ni szych 
poziomach przepisywa  10, i zajmowa  si  tylko rozbijaniem drugiej 
dziesi tki. W ten sposób zadanie sta o si  zdecydowanie atwiejsze, 
gdy  ucze  musia  kontrolowa  swoje dzia anie w zakresie du o 
mniejszych liczb. 
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B.Wykorzystanie sk adnika 1. Taka strategia cz sto by a wsparta 
dodatkowym wykorzystaniem powtarzaj cej si  dziesi tki. 
Powi kszanie ilo ci sk adników polega o na rozbiciu liczby n na dwa 
sk adniki: 1 oraz (n – 1). W takim uk adzie piramida stawa a si  
w pewnym sensie symetryczna – jedna kraw d  by a budowana 
z dziesi tek, a druga z powtarzaj cych si  jedynek (rysunek 5, 
rysunek 6). 

C.Wykorzystanie sk adnika 0. Po pierwszym rozk adzie 20 na dwa 
sk adniki ucze  nowe okienka ka dego kolejnego poziomu 
uzupe nia  zerami (rysunek 7).  

             

Rysunek 5 Rysunek 6   Rysunek 7 

4. Nieoczekiwane przeszkody, generowane przez tworzenie serii 

Jedna z takich przeszkód polega a na tym, e uczniowie d zyli do 
rozk adu na jednakowe sk adniki. Taka postawa pojawia a si  do  
cz sto. Mog a by  spowodowana zauwa eniem, e na pewnym 
poziomie pojawi y si  same pi tki. Wtedy na ni szym poziomie 
ucze  móg  eksperymentowa  z czwórkami (ma by  wi cej 
sk adników, wi c warto  pojedynczego sk adnika powinna by  
mniejsza). Sukces w znalezieniu takiego „eleganckiego” rozk adu 
móg  prowokowa  do kontynuowania zauwa onej regularno ci. 
Kolejn  warto ci  poddan  badaniu by o wi c 3 lub 2. Czasami 
ucze  zadawala  si  cz ciowym rozwi zaniem – pisa  trójki tak 
daleko jak tylko to by o mo liwe, a w ostatnie okienko wpisywa  
warto  b d c  dope nieniem do 20tu (rysunek 8, 9). 
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Rysunek 8   Rysunek 9 

 

 Kolejny problem nazwa am „problem szóstego poziomu“. 
Mi dzy rozk adem warto ci 20 na 5 sk adników, a tym na 6 
sk adników pojawi a si  u uczniów bariera. Do poziomu 5 
sk adników ucze  radzi  sobie sprawnie, i wi za  ze sob  kolejne 
poziomy. Stan wszy przed konieczno ci   kontynuowania pracy 
i wygenerowania rozk adu na sze  sk adników – zupe nie zmienia  
strategi , szuka  nowego pomys u, cz sto metod  prób i b dów 
(rysunek 11).    

 Czasami pokonanie takiej przeszkody by o samo w sobie 
pozytywne. Ucze  nagle patrzy  na zadanie na nowo, i odkrywa  ca y 
szereg nowych rozwi za . Musia o to by  dla niego wa ne odkrycie, 
wymagaj ce dodatkowego zapisu, ju  poza sam  „piramid ” 
(rysunek 12).  

                  

Rysunek 11   Rysunek 12    

5. Podsumowanie 
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Omówienie proponowanych rozwi za  okaza o si  ciekawsze ni  
samo rozwi zywanie. Da o okazj  do wielu porówna , do pokazania 
ró norodno ci podej . Te strategie by y na tyle interesuj ce, e 
warto by o o nich z uczniami rozmawia . Nie zawsze uczniowie byli 
wiadomi, e robi  rzeczy warte podkre lenia, czasami wr cz 

traktowali je jako „uchylenie si  od rzetelnej pracy”. By  mo e 
podczas typowej lekcji by si  one nie pojawi y. Poniewa   jednak 
zadania by y rozwi zywane na zaj ciach pozalekcyjnych, uczniowie 
mieli odwag  pracowa  „po swojemu”.   

 Obserwuj c proponowane przez uczniów rozwi zania 
nauczyciel sam mo e si  du o nauczy  – tak by o w moim 
przypadku. Pewnie najwi kszym moim dydaktycznym 
niedopatrzeniem by o zlekcewa enie znaczenia tego zadania – nie 
s dzi am, e mo e by  ono tak bogate w dydaktyczne mo liwo ci. 
Zaskoczeniem dla mnie by o systematyczne rozk adanie 
wcze niejszego sk adnika n na 1 + (n-1). Zaskoczeniem by o 
wykorzystanie sk adnika 0. A ju  zupe nym zaskoczeniem by a 
przeszkoda w przej ciu z poziomu 5 sk adników na poziom 6 
sk adników. Rozwi zania, zaprojektowane prze uczniów 
potwierdzi y, e nie ma takiego okresu, w którym mog  powiedzie , 
e ju  niczego nie potrafi  si  nauczy  od dzieci. Wystarczy tylko 

pozwoli  im my le  po swojemu. 
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